
C : y2 − 2xy + x4 = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

C は原点に関して対称であるから，x ≧ 0において C を考えればよい。以下，x ≧ 0とする。

このとき， 1⃝は y = x± x
√
1− x2

x = 0のとき，y = 0，x = 1のとき，y = 1

0 < x < 1とする。

(i)

y = x+ x
√
1− x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

y′ =

√
1− x2 − (2x2 − 1)√

1− x2

y′′ = − x

(1− x2)
√
1− x2

< 0

よって， 2⃝が表す曲線は上に凸である。

y′ > 0を解くと 0 < x <

√
3
2

よって，y は 0 < x <

√
3
2
で増加し，

√
3
2

< x < 1で減少する。

そして， lim
x→1−0

y′ = −∞， lim
x→+0

y′ = 2

(ii)

y = x− x
√
1− x2 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝

y′ = 1−
√
1− x2 + x2

√
1− x2

1−
√
1− x2 > 0， x2

√
1− x2

> 0より y′ > 0となり，y は単調増加である。

y′′ =
x(3− 2x2)

(1− x2)
√
1− x2

> 0

よって， 3⃝が表す曲線は下に凸であり， lim
x→1−0

y′ = +∞， lim
x→+0

y′ = 0

(i)，(ii)から，曲線 C の概形は下図のようになる。
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以上から，

1
2π

=

∫ 1

0

{(
x+ x

√
1− x2

)2

−
(
x− x

√
1− x2

)2
}

dx

= 4

∫ 1

0

x2
√

1− x2 dx

ここで，x = sin θ
(
− π

2
≦ θ ≦ π

2

)
とおくと，

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx =

∫ π
2

0

sin2 θ
√
cos2 θ cos θ dθ

=

∫ π
2

0

sin2 θ cos θ cos θ dθ

=

∫ π
2

0

1
4
sin2 2θ dθ

= 1
4

∫ π
2

0

1
2
(1− cos 4θ) dθ

= π
16

1
2π

= 4× π
16
より，V = π2

2


