
A

B

P

a

b

t

u

x

y

O

(1) AB = 1 より a2 + b2 = 1 であり，a ≧ 0，b ≧ 0 であるので b =
√
1− a2 である。

点 P( t , u ) は線分 AB 上にあり，0 ≦ t ≦ a を満たす。

(a) a = 0 のとき

b = 1，t = 0，u = 1

(b) a = 1 のとき

b = 0，0 ≦ t ≦ 1，u = 0

(c) 0 < a < 1 のとき

直線 AB を表す式 y = − b
a

+ b に x = t，y = u を代入して

u = − b
a
t+ b =

√
1− a2

(
1− t

a

)
f(a) =

√
1− a2

(
1− t
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)
とおくと，u = f(a)である。

f ′(a) = − a√
1− a2

(
1− t

a

)
+
√
1− a2 · t

a2

f ′(a) > 0 を解くと a <
3
√
t である。

よって，0 < a <
3
√
tのとき f ′(a) > 0， 3

√
t < a < 1のとき f ′(a) < 0 となり，f(a) は

a =
3
√
tのときに極大で最大となる。最大値は f

(
3
√
t
)
=

(
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) 3
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である。

よって，0 < f(a) ≦
(
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2
3

) 3
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以上より，0 ≦ u ≦
(
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2
3

) 3
2

(0 ≦ t ≦ 1)



(2)

(
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2
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) 3
2
は 0 < t < 1 において単調減少である。

したがって，y =

(
1− x

2
3

) 3
2

(0 ≦ x ≦ 1) のグラフの概形は下図のようになる。
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以上から，a が変化するとき，線分 AB が通過する領域は下図の斜線部分のようになる。
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よって，

S =

∫ 1

0

(
1− x

2
3

) 3
2

x
1
3 = sin θ

(
0 ≦ θ ≦ π

2

)
とおくと，x = sin3 θ であり，dx = 3 cos θ sin2 θdθ である (x : 0 → 1

のとき θ : 0 → θ
2
)。



S =

∫ π
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2 · 3 cos θ sin2 θdθ
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= 3
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ここで

cos4 θ sin2 2θ = cos2 θ · 1
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4
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2
(1− cos 4θ)

= 1
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2
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}
よって∫

cos4 θ sin2 θdθ = 1
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以上から，

S = 3× 1
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[
θ + 1

4
sin 2θ − 1

4
sin 4θ − 1

12
sin 6θ

] π
2

0

= 3
16

× π
2

= 3
32

π


