
α2 + β2 ≦ 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1⃝

a ≧ 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 2⃝

α+ β = x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 3⃝

αβ = y · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 4⃝

とおくと， 1⃝ は

x2 − 2y ≦ 1

となる。

α，β は実数であるから

(α+ β)2 − 4αβ ≧ 0

これに 3⃝， 4⃝ を代入して

x2 − 4y ≧ 0

よって，点 (x , y ) は放物線 y = 1
4
x2 と放物線 y = 1

2
(x2 − 1) で囲まれた領域の内部と周上を動

く。この領域をD とする。
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(a− α)(a− β) = k とおき， 3⃝， 4⃝ を代入して，x，y で表すと，

y = ax+ k − α2

となり，これを直線 lとする。この直線 lがDと共有点をもつときの kの最小値が求めるものである。

D上の点
(√

2 , 1
2

)
における y = 1

2
(x2 − 1) の接線の傾きは

√
2 である。

(1) 0 ≦ a ≦
√
2のとき

　直線 lと放物線 y = 1
2
(x2 − 1)は，0 ≦ x ≦

√
2において接するから，このとき，kは最小と

なる。つまり，

1
2
(x2 − 1) = ax+ k − a2

x2 − 2ax+ 2a2 − 2k − 1 = 0

は重解をもつ。

　 a2 − (2a2 − 2k − 1) = 0より，k = 1
2
(a2 − 1)である。



(2) a ≧
√
2のとき

　直線 lがD上の点
(√

2 , 1
2

)
を通るとき，kは最小となり，最小値は

a2 −
√
2a+ 1

2
=

(
a− 1√

2

)2

となる。

以上から，求める最小値は

0 ≦ a ≦
√
2のとき　 1

2
(a2 − 1)

a ≧
√
2のとき　

(
a− 1√

2

)2

である。


